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ПРАКТИЧЕСКОЕ ПРИМЕНЕНИЕ ДЕФОРМАЦИОННОЙ МОДЕЛИ  
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ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ ЭЛЕМЕНТОВ  
 
В развитие работ [1, 2] разработан общий расчетный аппарат деформационной 
модели (ДМ) с экстремальным критерием прочности, обоснованным в [1], связанным с 
влиянием нисходящей ветви полной диаграммы сжатия бетона и применявшимся в ра-
ботах [3-5] для частных случаев напряженно-деформированного состояния (НДС) желе-
зобетонных элементов (ЖБЭ). Рассматриваются задачи проверки прочности и подбора 
сечения арматуры нормального сечения ЖБЭ. Показано, что задача подбора сечения 
арматуры spA  (или sA ) и sA′ , решаемая на основе критерия [6] 
spbm AA =,...)(ε  (или sA ) min=′+ sA ,                                     (1) 
является прямой задачей математического программирования [7], а задача проверки 
прочности (параметра нагрузки F ), решаемая с использованием критерия [1] 
max,...)( =bmF ε ,                                             (2) 
представляет собой двойственную задачу по отношению к прямой, где bmε  – деформа-
ция сжатой грани бетона в нормальном сечении ЖБЭ. Учитывая оптимизационный ха-
рактер задач прочности ЖБЭ, отмечается возможность решения их с использованием 
известных программ [8]. Приводятся примеры решения важнейших задач расчета проч-
ности нормальных сечений ЖБЭ. 
1. ВВЕДЕНИЕ  
Эксперименты [9] и другие свидетельствуют, что в бетоне сжатой 
зоны нормальных сечений ЖБЭ в предпредельных и предельном со-
стояниях происходит специфическое перераспределение напряжений, 
сопровождающееся снижением напряжений (разупрочнением) в наи-
более деформированном слое вблизи сжатой грани ЖБЭ, хотя дефор-
мации продолжают нарастать. Отмеченное разупрочнение, характер-
ное для структурно неоднородных (псевдопластических) материалов 
(бетоны, горные породы и т. п.) при неоднородных НДС, обусловлено 
проявлением нисходящей (запредельной) ветви диаграммы сжатия, 
отображающей процесс снижения несущей способности материала 
вследствие нарастания степени его разрушенности. 
Для учета разупрочнения бетона в расчете прочности нормальных 
сечений ЖБЭ необходима полная диаграмма сжатия (ПДС) с нисхо-
дящей ветвью максимальной протяженности, поскольку заранее неиз-
вестно какой длины ее участок будет реализован в конкретной задаче.  
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Условия получения такой ПДС указаны в [2]. 
Экстремальный характер диаграммы сжатия бетона, имеющей 
строгий максимум ),( bR RA ε  (рис.1, а), обусловливает обязательное 
существование строгого максимума ),( maxFT buε  зависимости “уси-
лие сечения F  – деформация сжатой грани бетона сечения bmε ” 
(рис.1, б), что приводит к необходимости экстремального критерия 
прочности нормального сечения (2) [1, 2]. 
 
 
       а                                                       б 
 
Рис. 1 – Полная диаграмма сжатия бетона bb εσ −  (а),  
зависимость “усилие сечения F  – деформация bmε ” ЖБЭ (б) и  
соответствие их точек максимума ),( bR RA ε  и ),( maxFT buε  
 
О наличии строгого максимума у кривых )( bmF ε  свидетельству-
ет множество известных экспериментов, в которых обеспечивалось 
жесткое нагружение [10] ЖБЭ. Такими, в частности, являются [11-15], 
данные которых представлены на рис.2, 3. 
ДМ с экстремальным критерием прочности [1] является альтерна-
тивной моделью по отношению к известным ДМ с эмпирическим кри-
терием прочности [16, 17] 
bubm εε = ,        (3) 
в котором предельные деформации buε  находились путем прямых 
измерений на сжатой грани испытуемых ЖБЭ, а рекомендуемые их 
значения приводятся в нормах [17]. Кроме того, ДМ [16, 17] сущест-
венно отличаются от ДМ с экстремальным критерием прочности уп-
рощенным распределением напряжений по высоте сжатой зоны бетона 
ЖБЭ, принимаемым без учета нисходящей ветви ПДС. В результате 
ДМ [16, 17], не учитывающие экстремальный характер физических 
зависимостей бетона и ЖБЭ, не могут выявить реально существующий 
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и важный для расчета прочности ЖБЭ экстремальный критерий проч-
ности нормального сечения (2) [1]. 
Из критерия (2) видно, что он позволяет находить предельную 
деформацию buε  из расчета прочности нормального сечения как одну 
из неизвестных величин. При этом критерий (2) учитывает зависи-
мость buε  не только от механических свойств бетона, но и в соответ-
ствующих случаях от свойств и количества арматуры, что недоступно 
нормам [16, 17]. 
2. ФИЗИЧЕСКИЕ ЗАВИСИМОСТИ БЕТОНА И АРМАТУРЫ 
Среди множества предложенных аналитических выражений диа-
граммы сжатия бетона [18] при кратковременном действии нагрузки 
значительной простотой и способностью учитывать влияние прочно-
сти бетона отличается формула ЕКБ-ФИП 
])2(1/[)(/ 2 ηηησ −+−= KKRbb ,                  (4) 
где      
Rb εεη /= , bRb REK /ε= ,                           (5) 
bE  – начальный модуль упругости бетона, RbR ε,  – напряжение и 
деформация в максимуме кривой bb εσ −  (см. рис.1, а), нормируемые 
по рекомендациям [17]. Хотя кривая (4) не имеет точку перегиба B  
(см. рис.1, а), значение этого недостатка обычно несущественно, по-
скольку чаще всего в сжатой зоне бетона ЖБЭ реализуется сравни-
тельно небольшой участок нисходящей ветви действительной ПДС, 
расположенный до точки B . 
Весьма простой для вычислений, учитывающей точку перегиба 
B  и способной отображать характер ПДС бетонов различной прочно-
сти, является двуформульная аппроксимация кривой bb εσ −  двумя 
полиномами третьей степени, из которых один соответствует восхо-
дящему участку OA  (см. рис.1, а) 
ηηησ KKKRbb +−−−= 23 )32()2(/ ,           (6) 
а второй – нисходящему участку ABC  
3 2 2
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В формулах (6), (7) η  и K  выражаются по (5), rR  – определяе-
мая из опытов остаточная прочность бетона [2], достигаемая при де- 
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формации rε  (см. рис.1, а), принимаемой равной  
  Rr Kεε = .         (8) 
Аналитические выражения диаграмм растяжения – сжатия арма-
туры “і”, расположенной на различных уровнях в сечении ЖБЭ,        
используются в виде прямых ,...)( sisisi f εσ =  или обратных 
,...)( sisisi σϕε =  зависимостей, в качестве которых применяются из-
вестные аппроксимации [16, 19-20] и другие, зависящие от класса ар-
матуры и разделяющиеся на два известных типа – для арматуры с фи-
зическим yσ  и условным 2,0σ  пределами текучести.  
Предлагается линейно-двупараболическая аппроксимация диа-


























































2,02,0 ,2 ,)/()( sususususu acaba εσεεεσσ −==−−= ,       (11) 
где исходными параметрами арматуры являются модуль упругости 
sE , предел пропорциональности seσ , условный предел текучести 
2,0σ , предел прочности suσ  и соответствующие этим пределам де-




Рис.4 – Линейно-двупараболическая аппрок-
симация диаграммы ss εσ −  с участками 
АВ и ВС парабол, гладко стыкующихся в 
точке В 
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Достоинством, отличающим (9) от [16, 17], является учет предела 
прочности suσ , позволяющего в расчете контролировать опасность 
разрыва арматуры в стадии разрушения нормального сечения. 
3. РАСЧЕТНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ 
3.1. Рассматриваются ЖБЭ с арматурой, имеющей сцепление с 
бетоном.  
3.2. Рассмотрение ограничено ЖБЭ прямоугольного сечения, по-
скольку на основе изложенного ниже не представляет затруднений 
учет особенностей расчета прочности сечений различных форм, в ча-
стности, таврового со сжатой полкой, для которого расчетную ширину 
свесов полки можно назначать по рекомендациям [22]. 
3.3. Полагается, что выполнено требование о минимальном коэф-
фициенте армирования min,ss µµ > , исключающее хрупкое разруше-
ние сечения по растянутой зоне и обусловливающее разрушение, свя-
занное с разрушением бетона сжатой зоны. 
3.4. Рассматривается предельное состояние разрушения нормаль-
ного сечения, в котором при наличии развитой нормальной трещины 
пренебрегается сопротивлением растянутого бетона у конца трещины 
по сравнению с сопротивлением растянутой предварительно напря-
женной spA  и (или) обычной sA  арматуры. 
3.5. Рассматривается пропорциональное монотонно возрастающее 
нагружение сечения изгибающим моментом M  и продольной силой 
N , которые выражаются через единый параметр нагрузки F  посред-
ством формул 
  MFfM = , NFfN = ,                             (12) 
где NM ff ,  – грузовые коэффициенты. 
3.6. Предельное состояние разрушения нормального сечения рас-
сматривается как мгновенное состояние, определяемое конечной ком-
бинацией нагрузок в момент достижения критерия (2), когда в бетоне 
сжатой зоны складывается соответствующее уравнениям механики 
деформируемого твердого тела (МДТТ) и условию (2) распределение 
напряжений и деформаций, не зависящее от пути нагружения и на-
чальных напряжений и деформаций. Независимость от пути нагруже-
ния справедлива и для арматуры с физическим пределом текучести, 
достигшей последнего в стадии разрушения непереармированного се-
чения. Для арматуры с физическим пределом текучести, пребывающей 
в упругом состоянии в момент разрушения переармированого сечения, 
а также для арматуры с условным пределом текучести, находятся пол-
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ные деформации siε  (напряжения siσ ) с учетом истории нагружения 
как соответствующие суммы начальных деформаций sioε  (напряже-
ний sioσ ) от предварительного напряжения (рассматриваемого как 
внутреннее напряжение с учетом необходимых потерь предваритель-
ного напряжения и коэффициента точности натяжения по [22]) и при-
ращений деформаций siε∆  (напряжений siσ∆ ) от предельной на-
грузки uF  [23] 
spspospspsposp σσσεεε ∆+=∆+=  , ,                      (13) 
ssosssos σσσεεε ∆+−=∆+−=  , ,                         (14) 
spspospspsposp σσσεεε ′∆+′−=′′∆+′−=′  , ,                   (15) 
ssosssos σσσεεε ′∆+′=′′∆+′=′  , ,                            (16) 
 
где spε  и spσ , sε  и sσ  и их составляющие в (13), (14) соответствуют 
предварительно напряженной spA  и обычной sA  арматуре S , spε ′  и 
spσ ′ , sε ′  и sσ ′  и их составляющие в (15), (16) соответствуют предва-
рительно напряженной spA′  и обычной sA′  арматуре S ′ , а смысл обо-
значений арматур S  и S ′  принят по [22]. 
3.7. В качестве исходного состояния предварительно напряженно-
го ЖБЭ, для которого в формулах (13)-(16) определяются деформации 
sioε  и напряжения sioσ  арматуры “і” и от которого отсчитываются 
приращения siε∆  и siσ∆  от нагрузки, возрастающей до предельного 
значения uF , принимается известное характерное НДС ЖБЭ с нуле-
выми напряжениями в бетоне их сечений, используемое при определе-
нии предварительного напряжения в арматуре [24]. 
3.8. Принимается гипотеза плоских сечений, позволяющая выра-
зить через деформацию сжатой грани бетона bmε  деформации сжатой 
зоны бетона на уровне ее волокон с координатой ς , отсчитываемой от 
нулевой линии деформаций и напряжений (рис. 5). 
   ybmb /ςεε = ,                        (17) 
где y   – высота сжатой зоны бетона. 
Поскольку в указанном в п.3.7 исходном состоянии предвари-
тельно напряженных ЖБЭ НДС бетона нулевое, как и в начальном 
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состоянии обычных ЖБЭ, то приращения деформаций siε∆  предвари-
тельно напряженных и полные деформации siε  обычных ЖБЭ от на-
грузки будут выражаться из гипотезы плоских сечений одинаковыми 
зависимостями от деформации бетона bmε  
,/)()( ,/)( yayhyayh bmsspbmsp −−=∆−−=∆ εεεεε          (18) 
,/)()( ,/)( yayyay bmsspbmsp ′−=′′∆′−=′∆ εεεεε                 (19) 
где aaaah pp ′′ ,,,,  см. рис.5. 
3.9. Состояние разрушения нормального сечения описывается 
расчетными схемами усилий и деформаций, показанными на рис.5. 
При этом схема на рис.5, а соответствует изгибу и внецентренному 
сжатию-растяжению с большими эксцентриситетами (БЭ), когда сече-
ние частично сжато. Схема на рис.5, б отвечает внецентренному сжа-
тию с малыми эксцентриситетами (МЭ), когда сечение полностью 
сжато. Случай внецентренного растяжения с малыми эксцентрисите-
тами не показан как не представляющий трудности. 
Таким образом, расчетные схемы на рис.5 в рамках разрабаты-
ваемой ДМ охватывают все случаи расчета. 
4. РАСЧЕТНЫЕ ЗАВИСИМОСТИ 
Для определения связи нагрузки F  с деформациями и напряже-
ниями бетона сжатой зоны bε , bσ , арматуры растянутой spε , spσ , 
sε , sσ  и сжатой spε ′ , spσ ′ , sε ′ , sσ ′  зон сечения ЖБЭ используем 
расчетные схемы на рис.5, а также: 
1) физические зависимости 
для бетона – в виде некоторой аппроксимации ПДС 
   ,...)( bbb f εσ = ,          (20) 
для арматуры “і” – в виде прямой или обратной зависимости 
,...)( sisisi f εσ = ,  ,...)( sisisi σϕε = ;                  (21) 
2) геометрические зависимости (17)-(19); 
3) уравнения равновесия с учетом (12), а также  
, , , , sssspspspsssspspsp ANANANAN ′′=′′′=′== σσσσ             (22) 
∑ = 0Х ; 0=−′′−++± bspspssspspN NAAAFf σσσ ,           (23) 
∑ = 00M ; −−−−′−± )()]([ pspspcNM ayhAyyffF σ  
0)()()( =−′−′−′−′−−−− Nbsspspspss yNayAayAayhA σσσ , (24) 
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где знак “плюс” принимается при сжимающей и “минус” при растяги-
вающей N , а величины Nb yNy ,,  должны соответствовать конкрет-
ному случаю расчета на рис.5. 
 
 
Рис.5 – Случаи расчета прочности нормального сечения:  
а  –  y ≤ h;    б  – y ≥ h. 
 
Равнодействующая напряжений в сжатой зоне bN  и координата 
Ny  ее точки приложения, отсчитываемая от нулевой линии деформа-
ций и напряжений, находятся на основе (20) и (17). При этом для слу-
чаев, приведенных на рис.5, имеем: 
а) ( ) ( ) ( ), ,... ,  ,... / ,... ,b b bm N bm bmy h N R by y y≤ = =ϕ ε ψ ε ϕ ε       (25) 
где ψϕ,  – функции от деформации bmε  сжатой грани бетона ЖБЭ, 
вид которых полностью определяется принятой формулой (20), зави-
сящие также от характеристик бетона Rbb RE ε,,  и др.; 
б) ( ) ( ) ( ),  , ,... ,  , ,... / , ,... ,b b bm N bm bmy h N R bh y y h y y≥ = =ϕ ε ψ ε ϕ ε     (26) 
где ψϕ ,  – функции переменных bmε  и y , зависящие также от ха-
рактеристик бетона Rbb RE ε,,  и др., вид которых определяется фор-
мулой (20). 
5. РЕШЕНИЕ ВАЖНЕЙШИХ ЗАДАЧ 
5.1. Проверка прочности нормального сечения 
Целью этой задачи является определение предельного значения 
параметра нагрузки uF  заданного нормального сечения и сравнение 
его с действующим F . Неизвестные этой задачи, кроме uF , включа-
б) 
а) 
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ют bmε , y , bε , bσ , spε , spσ , sε , sσ , spε ′ , spσ ′ , sε ′ , sσ ′  – всего   
13 величин, для определения которых используются физические усло-
вия бетона (одно) и арматуры (четыре), геометрические зависимости 
(17)-(19) (пять), уравнения равновесия (два). Перечисленные зависи-
мости включают 12 уравнений. Дополнительной зависимостью являет-
ся критерий прочности нормального сечения (2), благодаря которому 
задача проверки прочности становится оптимизационной задачей не-
линейного математического программирования [7] и решение ее мо-
жет находиться с помощью известных оптимизационных программ [8] 
на ПЭВМ. 
Здесь имеет место оптимизационная задача на условный экстре-
мум, в которой отвечающая критерию (2) целевая функция получается, 
если из уравнения равновесия (24) выразить величину F , а ограниче-
ние – равенство следует из (23), (24) после исключения из них F . При 
этом правая часть целевой функции и ограничение – равенство оказы-
ваются зависящими только от неизвестных bmε  и y , если напряжения 
арматуры siσ  выразить при помощи физических уравнений (21) через 
деформации siε , учитывая связь последних с bmε  и y , соответст-
вующую (13)-(16) и (18)-(19). 
В процессе решения необходимо контролировать соблюдение 
предварительно принятого случая расчета по рис.5, характер работы 
арматуры (упругий, пластический, упругопластический – с учетом их 
диаграммы sisi εσ − ), возможность разрыва высокопрочной растяну-
той арматуры. 
5.2. Подбор требуемого сечения арматуры 
Для решения данной задачи используется приведенная выше сис-
тема физических, геометрических и статических уравнений, а также 
критерий (1), благодаря которому эта задача оказывается также опти-
мизационной. При этом в критерии (1) отсутствует арматура spA′  и 
sA , так как, следуя [25], получается, что задача оптимизации общего 
случая армирования сечения предварительно напряженного ЖБЭ, 
включающего spA′ , sA , кроме spA , sA′  (см. рис.5, а), решения не 
имеет. Такой результат обусловлен теми фактами, что арматура spA′  и 
sA  при наличии spA  является заведомо неоптимальной по стадии 
разрушения нормального сечения, поскольку арматура spA′  оказыва-
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ется растянутой, будучи расположенной в сжатой зоне бетона, а на-
пряжение sσ  арматуры sA  всегда меньше напряжения spσ  арматуры 
spA . Если же арматура spA′  и sA  фактически используется, то ее се-
чение должно задаваться по известным рекомендациям, а оптимизации 
подлежат spA  и sA′ . В случае расчета, показанном на рис.5, б, не оп-
тимизируется не только spA′ , но и арматура spA , расположенная здесь 
также в сжатой зоне, и оптимизируется только арматура без предвари-
тельного напряжения sA  и sA′  как и в обычных ЖБЭ. Такая оптими-
зационная задача имеет единственное решение. 
Излагаемое ниже в п.5.2 для предварительно напряженных ЖБЭ 
переносится и на обычные, заменяя при этом в тексте и формулах 
spA , spσ , spR  соответственно на sA , sσ , sR . 
При подборе арматуры spA  и sA′  целесообразно ограничивать их 
напряжения spσ  и sσ ′  условиями-неравенствами  
   spsp R≤σ ,   ss R′≤′σ ,                                (27) 
где spR , sR′  – расчетные сопротивления соответствующей арматуры, 
найденные по физическому или условному пределу текучести (для sR′   
– без учета предельной сжимаемости бетона). Условия (27) определя-
ют работу арматуры в широком диапазоне напряжений, включая упру-
гую область. 
Таким образом, задача подбора сечения арматуры нормального 
сечения ЖБЭ по заданной нагрузке F  сводится к оптимизационной 
задаче определения величин spA , sA′ , bmε , y , из условия (1) при 
ограничениях-равенствах (23), (24) и ограничениях (27), в которых 
напряжения spσ , sσ , spσ ′ , sσ ′  арматуры spA , sA , spA′ , sA′  связаны 
с bmε  и y  посредством зависимостей (21), (13)-(16), (18)-(19). Для 
получения решения необходимо найти минимум лагранжиана [25] 
( ) ( )
( ) ( ) ( )
1 2 3 4 1 1
2 2 3 4
,  ,  ,  , ,  ,  ,  ,  ,  ,  
,  ,  ,  ,
sp s bm sp s sp s bm
sp s bm sp sp s s
L A A y A A f A A y
f A A y R R
ε λ λ λ λ λ ε
λ ε λ σ λ σ
′ ′ ′= + − −
′ ′ ′
− − − − −
 
в котором 4321 ,,, λλλλ  – неизвестные параметры Лагранжа, 
),,,(1 yAAf bmssp ε′ , ),,,(2 yAAf bmssp ε′  – краткое  обозначение  соот- 
 
(28) 
Коммунальное хозяйство городов 
 
41
ветственно (23), (24). 
Условия Куна-Таккера [25], определяющие минимум лагранжиа-
на (28), включают  
1) условия неположительности параметров  
03 ≤λ , 04 ≤λ ;                                  (29) 





















;                    (30) 
3) условия дополняющей нежесткости, соответствующие ограни-
чениям-неравенствам 
 0)(3 =− spsp Rσλ ,     0)(4 =′−′ ss Rσλ ;          (31) 
4) ограничения-равенства (23), (24) 
0),,,(1 =′ yAAf bmssp ε ,    0),,,(2 =′ yAAf bmssp ε =0.          (32) 
Условия (31) требуют рассмотрения случаев напряжений spσ , 
sσ ′  в арматуре spA , sA′  
  03 ≠λ ; spsp R=σ ;                                     (33) 
03 =λ ; spsp R≤σ ;                                 (34) 
  04 ≠λ ; ss R′=′σ ;                                        (35) 
04 =λ ; ss R′≤′σ .            (36) 
Случай (33) отвечает непереармированным изгибаемым и внецен-
тренно сжатым-растянутым с БЭ ЖБЭ, в которых нельзя уравновесить 
нагрузку F  без растянутой арматуры, когда из расчета получается 
требуемая 0>spA . Случай (34) возможен при внецентренном сжатии 
с МЭ, когда только внутренних сил bN  и sN ′  достаточно для уравно-
вешивания нагрузки F  и в расчете получается 0<spA , т.е. spA  не 
требуется. Поэтому случай больших эксцентриситетов, при котором 
требуемая 0=spA , является границей между случаями БЭ и МЭ вне-
центренно сжатых ЖБЭ. Следовательно, различие случаев МЭ и БЭ 
обусловлено тем, что при МЭ арматура spA  (или sA ) не нужна для 
восприятия внецентренно сжимающей силы F , а при БЭ растянутся 
арматура spA  (или sA ) необходима для обеспечения сопротивления 
ЖБЭ действию силы F . Такое разграничение случаев МЭ и БЭ, впер-
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вые обоснованное в [26], отвечает критерию минимума расхода арма-
туры (1) и точнее выражает сущность этих случаев по сравнению с 
известным разграничением [22], в котором влияние эксцентриситета 
отожествляется с влиянием количества растянутой арматуры и приме-
няется общий эмпирический критерий Rξ  для разграничения как МЭ 
и БЭ, так и переармированных и нормально армированных сечений. 
Разрабатываемая здесь ДМ позволяет четко разграничивать слу-
чаи БЭ и МЭ и при внецентренном растяжении. Очевидно, что теоре-
тической границей здесь является случай БЭ, при котором высота сжа-
той зоны бетона ay ′=  (см. рис.5), соответственно 0=′sσ  и арматура 
sA′  не нужна. Однако, для надежности ЖБЭ в этом случае, по-
видимому, целесообразно ставить арматуру sA′  уже при ay ′= 2 , даже 
если она не требуется как сжатая арматура. 
В случае (35) сопротивление сжатой арматуры используется пол-
ностью, а в случае (36) – частично. Как показывает анализ, система 
уравнений Куна-Таккера (29)-(36) является совместной и приводит к 
единственному решению, когда принимаются условия (33) и (35), т.е. 
при полном использовании сопротивления растянутой и сжатой арма-
туры, что полностью отвечает условию (1). Поэтому при расчете тре-
буемой арматуры следует применять условия (33) и (35). 
Если из расчета получилось 0<spA  (или 0<′sA ), то принимает-
ся 0=spA  ( 0=′sA ) и производится перерасчет остальной арматуры 
при отсутствии spA  ( sA′ )и связанных с последней зависимостей. 
6. ПРИМЕРЫ РАСЧЕТА 
Изложенная выше общая методика расчета прочности нормаль-
ных сечений ЖБЭ оказывается достаточно простой в некоторых кон-
кретных случаях и становится возможным “ручной” расчет, который 
ценен тем, что позволяет глубже уяснить разрабатываемую здесь ДМ с 
экстремальным критерием прочности. Вообще же практические расче-
ты должны выполняться на ПЭВМ, используя известные программы 
решения оптимизационных задач, например [8]. 
6.1. Проверка прочности сечения изгибаемого ЖБЭ с одиночной 
арматурой с физическим пределом текучести без предварительного 
напряжения. 
Дано: Rbbss ERRAahhahb ε,,,,,,,, 0 −= . Неизвестные: bmε , 
y , uu MF = . 
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Предполагая сечение непереармированным, когда ss R=σ , из 
уравнений равновесия (23), (24), имеющих вид  
0=− ϕbyRAR bss ,  [ ] 0/)(0 =−−− ϕψϕyhbyRM b ,         (37) 
исключая y , получим зависимость момента сечения от деформации 
bmε  
)/(( 0 bRARhARM bssss χ−= ,             (38) 
где  
2/)( ϕψϕχ −=               (39) 
есть функция от bmε . Тогда критерии (2) и (38) приводят к уравнению 
для определения предельной деформации сжатой грани бетона в нор-





εχ ,           (40) 
которое показывает, что в рассматриваемом простейшем случае де-
формация buε  зависит только от свойств бетона. 
Приняв в качестве (20) формулу (4) при 2=К   ( 30≅bR  МПа), 
получим из (40) Rbu εε 268,1= , а с учетом последней имеем  
732,0=ϕ , 443,0=ψ , 539,0=χ . Используя (18),  проверяем непе-
реармированность сечения по условию ssbus ERyyh //)( 0 ≥−= εε , 
где ϕbRARy bss /= . Если непереармированность подтверждается, из 
(38) вычисляется предельный момент uM . В противном случае сече-
ние рассчитывается как переармированное и вместо sR  в уравнениях 
(37) надо подставить sσ , выраженное через bmε  посредством (21) и 
(18). В этом случае для определения buε  получается более сложное 
чем (40) уравнение, показывающее, что buε  переармированных сече-
ний зависит не только от свойств бетона, но и от свойств и количества 
арматуры. Последнее согласуется с данными экспериментов [23]. 
Рассматривая согласно (38) момент M  как функцию переменных 
bmε  и sA , получим поверхность, показанную ее сечениями на рис.6. 
Для поверхности ),( sbm AM ε  являются характерными сечения 
)( bmM ε  при constAs = , имеющие максимум, подтверждающий кри-
терий прочности нормального сечения (2). Именно эти сечения ото-
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бражают кривые, показанные на рис.2, 3, и соответствующие ЖБЭ с 
различными НДС. С другой стороны, сечения )( bmsA ε при 
constM =  имеют минимум, свидетельствующий о справедливости 
критерия (1) для задач подбора арматуры. Необходимость взаимосвя-
занных критериев (1) и (2) следует также из теории двойственности 
математического нелинейного программирования [7], если учесть, что 
ДМ с экстремальным критерием прочности (2) приводит к задаче про-
верки прочности как оптимизационной, которой должна соответство-
вать двойственная задача. Именно такой является задача подбора се-
чения арматуры с критерием (1), по характеру которого последнюю 
принято называть в [7] прямой или исходной задачей, а задачу с кри-
терием (2) – двойственной. 
 
Рис.6 – Сечения поверхности  ),( sbm AM ε :  
1 – при constAs = ; 2 – при constM = . 
 
6.2. Подбор одиночной ненапряженной арматуры в сечении изги-
баемого ЖБЭ. 
Дано: Rbsb ERRMhahb ε,,,,,,,, 0 . Неизвестные: yA bms ,,ε . Но 
поскольку напряжение арматуры sσ  однозначно связано с bmε  и y  
посредством (21) и (18), будем считать неизвестной величину sσ  вме-
сто y , благодаря чему выражение sσ  через bmε  и y  не потребуется 
и решение упростится. При этом, исключая y  из (23) и (24), получим 
ограничение-равенство 
( ) 0)/(0 =−− bRAhAM bssss χσσ ,                          (41) 
где χ  определяется по (39). Кроме (41) введем ограничение – нера-
венство ss R≤σ , аналогичное первому из (27). В результате лагран-
жиан (28) данной задачи имеет вид 
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−= ssbms AAL ),,,,( 21 λλσε  
– ( )[ ] )()/( 201 ssbssss RbRAhAM −−−− σλχσσλ .             (42) 
Условия Куна-Таккера (29)-(32) задачи записываются так: 





∂ 0))/(2(1 201 =+−−= bRAh bsss χσσλ ;                                   (44) 










σλ ;                                                (45) 




∂ 0))/(2( 2201 =−+−−= λχσλ bRAhA bsss ;                             (46) 
3) 0)(2 =− ss Rσλ ;                      (47) 
4) ( ) 0)/(0 =−− bRAhAM bssss χσσ .                                              (48) 
Из (44) видно, что 01 ≠λ  и поскольку выражения в круглых 
скобках равенств (44) и (46) отрицательные, то 01 <λ  и с учетом (43), 
(46) получается 02 ≠λ . При 02 ≠λ  из (47) должно быть 
ss R=σ ,     (49) 
т.е. оптимальное армирование имеет место при полном использовании 
сопротивления арматуры. Из (45) следует условие (40) и предельная 
деформация сжатой грани бетона buε  получается та же,  что и  в зада-
че 6.1. Таким образом, система условий Куна-Таккера задачи оптими-
зации арматуры sA  является совместной, и эта задача имеет единст-
венное решение. Оптимальная площадь sA  вычисляется из (48) по 
найденным )( buεχ  и ss R=σ  






−−= .             (50) 
ВЫВОДЫ 
1. Полная диаграмма сжатия бетона, имеющая строгий макси-
мум и нисходящую ветвь, проявляется в ЖБЭ с неоднородным НДС, 
обусловливая подобную себе зависимость параметра нагрузки F  от 
деформации сжатой грани бетона bmε  и необходимость ДМ с экстре-
мальным критерием прочности нормального сечения. 
2. ДМ с экстремальным критерием прочности нормального сече- 
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ния обусловливает оптимизационный характер задач проверки проч-
ности и подбора сечения арматуры, имеющих соответствующие целе-
вые функции (2), (1) и взаимосвязанных соотношениями двойственно-
сти [7]. 
3. Расчеты прочности нормальных сечений ЖБЭ в соответствии 
с рассматриваемой ДМ могут выполняться на основе оптимизацион-
ных программ [8] или других, входящих в известные пакеты приклад-
ных программ. 
4. ДМ с экстремальным критерием прочности является более 
точной и общей по сравнению с известными ДМ: 
– она позволяет определять как одну из неизвестных решаемых 
задач предельную деформацию сжатой грани бетона ЖБЭ с учетом 
влияния ряда факторов, не отображаемых известными ДМ, но обнару-
живаемых в экспериментах (форма сечения, свойства и количество 
арматуры переармированных ЖБЭ, предварительное напряжение и 
др.); 
– эта модель уточняет обусловленные различными факторами 
границы между случаями БЭ и МЭ внецентренно сжатых и внецен-
тренно растянутых ЖБЭ, переармированных и нормально армирован-
ных сечений. 
5. Благодаря общности ДМ с экстремальным критерием прочно-
сти, позволяющей учитывать непосредственно в расчетах множество 
факторов, в отличие от методики [22], отпадает необходимость в ис-
пользовании: 1) граничной высоты сжатой зоны бетона Rξ  для разли-
чения переармированных и нормально армированных сечений изги-
баемых ЖБЭ и случаев БЭ и МЭ внецентренно сжатых ЖБЭ; 2) коэф-
фициента 1≥sbγ  для учета работы высокопрочной арматуры при на-
пряжениях выше условного предела текучести; 3) расчетного сопро-
тивления сжатию арматуры scR  и предельного напряжения в армату-
ре сжатой зоны предварительно напряженных ЖБЭ scσ . 
6. ДМ с экстремальным критерием прочности преодолевает ряд 
условностей методики [22], искажающих действительное НДС и сни-
жающих точность расчета: 1) прямоугольную эпюру сжимающих на-
пряжений бетона; 2) аппроксимацию единой кривой фактически раз-
личных в областях нормально армированных и переармированных 
сечений зависимостей “деформация арматуры sε  – относительная вы-
сота сжатой зоны бетона ξ ” [23]; 3) переход от деформации sε  к на-
пряжению sσ  в зависимости ξξ −s  по закону Гука с введением по-
Коммунальное хозяйство городов 
 
47
правок в области упруго-пластической работы арматуры с условным 
пределом текучести; 4) неточное разделение случаев БЭ и МЭ внецен-
тренно сжатых ЖБЭ, не различающее влияние эксцентриситета про-
дольной силы от влияния количества арматуры. 
7. Расчеты на основе ДМ с экстремальным критерием прочности 
по сравнению с использующими прямоугольную эпюру напряжений в 
сжатой зоне бетона [22] приводят к более надежным ЖБЭ. Расчеты по 
прямоугольной эпюре завышают несущую способность и занижают 
требуемое сечение арматуры наиболее существенно в случае МЭ вне-
центренно сжатых ЖБЭ. 
8. ДМ с экстремальным критерием прочности сочетает физиче-
скую ясность исходных положений с использованием строгих методов, 
формализующих решение практических задач и упрощающих усвое-
ние методики расчета инженерами-проектировщиками и студентами. 
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СУЧАСНИЙ СТАН ТА УДОСКОНАЛЕННЯ ДЕФОРМАЦІЙНОЇ  
МОДЕЛІ РОЗРАХУНКУ ЗАЛІЗОБЕТОНУ  
 
На основі результатів аналізу існуючих розрахункових моделей, а також теорети-
чних і експериментальних досліджень запропоновано удосконалену деформаційну мо-
